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1. Gombharomszogtan
e gOmbi f6kor: A legnagyobb sugard kor a gombon.
e gdmbi szakasz: A gombi f6kor egy része.

e gombharomszog: Olyan harom pont altal meghatarozott alakzat a gomb feliiletén, melyek nem

egy fékoérén vannak.

1.1. Napier-szabaly

Derékszogii gombharomszogekre hasznalhato.
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Barmely adat koszinusza megegyezik a vele szomszédos két adat kotangensének szorzataval.
cosc = cot o - cot 8
cosa = cot(90 — b) - cot ¢ cosa = tanb - cotc
cos 3 = cot(90 — a) - cot ¢
cos(90 — a) = cot(90 — b) - cot 8
cos(90 — b) = cot(90 — b) - cot «v

%

— cosa = tana - cotc

— sina = tanbcot 3

— sinb = tanacot a

Barmely adat koszinusza megegyezik a vele nem szomszédos két adat szinuszanak szorzatéval.
cos(90 —a) = sina - sine sina = sina - sinc
cos(90 — b) =sin g - sinc sinb =sin 3 - sinc

cos ¢ = sin(90 — a) - sin(90 — b) cosc = cosa - cosb

cosa = sin(90 — a) - sin 8 cosa = cosa - sin

Ll

cos 3 =sin(90 — b) - sin cos 3 = cosb-sina



1.2. Szinusztétel
Barmely gombharomszogre hasznalhato.

sina :sinb :sinc=sina : sin 8 : sin~y
sina  sinb  sinc

sina  sinf  siny
1.3. Koszinusztétel

Barmely gombharomszogre hasznalhato.

Oldalakra

COSCL:COSb'COSC+SiDb'SiHC'COSQ

Szogekre

cosa=—cosf-cosy—+sinf-siny-cosa

Szogekre vonatkozé ellendSrzési szabaly:
1. Ha cosa — cosb - cosc > 0, akkor « az els6 siknegyedben helyezkedik el.

2. Ha cosa — cosb - cosc < 0, akkor a az masodik siknegyedben helyezkedik el.

1.4. Euler-tételek

1. Az oldalak &sszege kisebb, mint 360°.

0° <a-+b+c<360°

2. Barmely két oldal 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal.

a+b>c

3. Barmely két oldal kiilénbsége kisebb, mint a harmadik oldal.

la—b] <c

4. A gémbharomszog belst szogeinek osszege 180° és 540° kozott van.

180° < a+ B + v < 540°

5. Barmely két szog Osszege kisebb, mint a 180°-kal megnoévelt harmadik szog.

o+ B < 180° + v

6. Ha a > b < a > . Tehat a nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van. Egyenld oldalakkal

szemben egyenld szogek helyezkednek el.



2. Foldrajzi pontok tavolsaga

Alapképlet:
cosc = cos(90 — ¢1) - cos(90 — ¢2) + sin(90 — ¢1) - sin(90 — ¢p2) - cos(|A1 — Az|)

Ha mindkeét varos Greenwich-t6l ugyanolyan iranyban van (tehét mindkettd keletre vagy mindkettd
nyugatra), a nagyobb foldrajzi hosszisagbol vonjuk ki a kisebbet (AN = A1 — Ag).

Ha az egyik keletre, a masik nyugatra helyezkedik el a greenwich-i nullmeridianto6l, a két érték

osszeadodik (AN = A1 + A2).

COS ¢ = singy - sin ¢ + cos P1 - cos ¢ - cos AN

Ha valamelyik varos a déli féltekén helyezkedik el:

(90° — ¢) — (90° + ¢)

Valamint figyelni kell arra is, hogy milyen hosszisagon helyezkednek el a varosok, mivel a ko-

szinusztételbsl két tavolsag is adodik. Altaldban az egyik rovidebb, mint a mésik = megkeriiljiik a

Foldet.
1°-0s tavolsag a Foldon ~ 111,2 km.

3. Feladatok

1. feladat

Az ABC gbmbharomszog alabbi adatai ismertek:
v = 90°
a = 119°46’

B = 52°25
Hatarozzuk meg a masik harom adatot!

Napier-szabaly alkalmazaséval:
cos a = sin Bsin(90° — a) = sin S cos a
cosa = —0,3934
a = 113,1684° vagy a = 246,8316°
Mivel o + 3 < v + 180° feltételnek teljesiilnie kell, o = 113°12".

Szinusztétellel:
sina __ sinb
sina ~ sinf
sin 8 = 0,7482

B = 48,4389° vagy 3 = 131,5611°



Napier-szabaly alkalmazasaval:
cos # = sinasin(90° — b) = sinavcos b
cos 3 = 0,6634
B = 48,4389° vagy 8 = 311,561°

A két modszer alkalmazasa alapjan az azonos szog lesz a megoldas, vagyis 8 = 48°24’.

Napier-szabaly alkalmazaséval:
cos ¢ = sin(90° — a) sin(90° — b) = cosa cos b
cosc = —0,3293
c = 109,2265° vagy ¢ = 250,7735°

Mivel a + b > c feltételnek teljesiilnie kell, ¢ = 109°12’.

2. feladat

Az ABC gbmbharomszog alabbi adatai ismertek:

a = 57°22
= 72°12
v = 94°1

Hatarozzuk meg a masik harom adatot!

Koszinusztétellel:
cosc = cosacosb + sin asin bcos
cosc = 0,1087
c = 83,76° vagy ¢ = 276,24°
Mivel a + b > c feltételnek teljesiilnie kell, ¢ = 83°48'.

Szinusztétellel:
sinf8 __ sinvy
sinb ~ sinc
sin 3 = 0,9554

B = 72,83° vagy B = 107,27°
A szdgekre vonatkozo ellenérzési szabaly felhasznalaséval: cosb — cosacose = 0,25 > 0

— [ az L. siknegyedben van, vagyis [ = 72°48’.

Szinusztétellel:
sina __ sinvy
sina ~ sinc
sin a = 0,8447

a = 57,64° vagy a = 112,36°
A szogekre vonatkozo ellenérzé tétel alkalmazéasaval: cosa — cosbcosc = 0,5 > 0

— « az els6 siknegyedben van, vagyis o = 57°36/



3. feladat

Hatarozzuk meg Budapest és Caracas tavolsagat! ¢p = 47°30' E
Ap=19°K
éc = 10°30' E
Ac = 66°55' NY
cos ¢ = sin ¢p sin ¢¢ + cos ¢p cos dc cos(Ap + A¢)
cosc = 0,18165
¢ = 179,52887° vagy ¢ = 280,4659°

A kisebbik utvonalra van sziikségiink, ezért ¢ = 79°30" ~ 8840 km.

4. feladat

Hatarozzuk meg Genf és Moszkva tavolsagat!

g = 46°12' E
g = 6°9 K

ém = 55°45 E
A = 37°37' K

cos ¢ = sin ¢g sin g + cos P cos Py cos(Ay — Ag)
cosc = 0,9289
¢ = 21,7427° vagy ¢ = 338,2572°

A kisebbik ttvonalra van sziikségiink, ezért ¢ = 21°42" &~ 2413 km.

4. Hazi feladatok

1. feladat

Hatarozzuk meg a gombharomszog hidnyzé adatait, ha a kévetkezbket ismerjiik:

a=136°19

B = 62°20/
c = 90°
2. feladat

Hatarozzuk meg Los Angeles és Belfast tavolsagat!
dra = 34°03'07" E
ALa = 118°14/34” NY
¢ = 54°36' E
Ap = 5°55' NY



